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1. a) Wir zeigen: Fiirallen € Ngilt . L >./n
k=1
mit vollsténdiger Induktion (nach n).
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Induktionsanfang: n = 1. Dann ist in der Tat Y. 4 = L =1>V1. v
o VeV

Induktionsschluf3: n — n+1: Essein > 1 und es gelte

1

n
Z —-= > \/ﬁ (Induktionsvoraussetzung).
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Zu zeigen ist: ﬁ > \/m (Induktionsbehauptung).
k=1
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> \/ﬁ + \/m (Induktionsvoraussetzung anwenden)
Vnyn+1+1 (gome Nemnen)
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Im letzten Schritt wurde verwendet, dafl fiir alle a > 0 gilt ﬁ = /a; dies ist eine andere
(weniger vertraute) Version der Definition \/a - \/a = a.

[Ebenfalls moglich, um

zu beweisen, ist natiirlich der Weg, diese Ungleichung solange mit Aquivalenzumformungen zu



b)

traktieren, bis sich eine wahre Aussage ergibt. Dies kénnte so aussehen:

Vn + >vn+1 (mit v/n + 1 multiplizieren)
/7_"_ =
— VvVnift+n+l>n+1
<~ Vni+n>n (quadrieren)
(¥) <— n?4+n>n?

<= n >0 (wahre Aussage)
An der Stelle (%) steht hier tatséichlich ein Aquivalenzpfeil, weil beide Seiten der dariiberstehenden
Ungleichung nichtnegative Zahlen sind (und fiir a,b > 0 gilt ja a > b <= a® > b2).}

Wir zeigen: Fiir alle n € N,n > 10, gilt 2" > n3
mit vollstandiger Induktion (nach n).

Induktionsanfang: n = 10. Dann ist 2! = 1024 und 10® = 1000, also ist 20 > 103. v

Induktionsschluf3: n — n+1: Essein > 10 und es gelte 2" > n®  (Induktionsvoraussetzung).
7 zeigen ist: ontl > (n + 1)3 (Induktionsbehauptung).
Nun ist einerseits

2"l —9.97 5 2. 03 =n3 4+ n3,  (nach Induktionsvoraussetzung)
andererseits
n+1P=m+1D%*n+1)=0*+2n+1)(n+1)=n+3n>+3n+1,
so daB es geniigt, n® > 3n? 4 3n + 1 zu beweisen. Aber wegen n > 10 und n? > n > 1 ist
nP=n-n?>>10m%> > =3n2+3n2+n?>3n>+3n+1,

und wir sind fertig.

Sei x € R mit 0 < z <1 fest gewéhlt.
Wir zeigen: Fiir alle n € N gilt (14+2)" <14+ (2" —-1)x
mit vollstdndiger Induktion (nach n).

Induktionsanfang: n = 0. Dann ist (1 + 2)° = 1 sowie 1 + (2 — 1)z = 1, also gilt
14+2)°<1+2°-1z. Vv
Induktionsschluf3: n — n+1: Essei n >0 und es gelte

(1 =+ .%')n <1+ (2” — 1).7,‘ (Induktionsvoraussetzung).

Zu zeigen ist (1 + x)nJrl <1+ (2n+1 — l)x (Induktionsbehauptung)
Da0<z<1,ist 0<z?=zx 2z <z, und damit

(I+2)" =1+2)" (1+2)
(1 + 2” — 1) ) (1 + ) (nach Induktionsvoraussetzung).
1+ (2" =Dz + 2+ (2" — 1)a?
——
>0
2" — 1)1’ + x4+ (2 1)1‘ (22 < 2, und Rechenregeln fiir <)

(
(2" —14+14+2" 1)z
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was zu beweisen war.



2. a)

b)

Die Aussage ist wahr:
Es ist ndmlich ay = (a2 + a1) — a1 € Ny, und die Behauptung folgt jetzt sofort aus den
Rechenregeln fiir Teilbarkeit 5.8 f).

Die Aussage ist ebenfalls wahr:

Sei also b|a1 V b|as.

Falls b | ay, so ist nach 5.8¢g) dann b | a1 - as. Vv

[Oder man verwendet direkt die Definition der Teilbarkeit:

Falls b | a1, so gibt es ein g1 € Ng mit a1 = g1 - b, also a1 - a2 = (g1 - b) - a2 = (q1 - a2) - b, also b | (a1 - a2) Vv }
o

Falls b | ag, so ist nach 5.8¢g) dann b | (a2 - a1). Vv

Die Aussage ist falsch:
Beispielsweise fiir b = 12, a1 = 3 und ag = 8 gilt zwar b | a; - ag (denn 12 | 24), jedoch weder
b | aj; noch b | az (denn 1213 und 121 8).

3. Wir beweisen alle diese Aussagen durch Induktion nach n.

a)

Induktionsanfang: n =0. Dannist 4-0>-0=0und 3|0. Vv

Induktionsschluf3: n — n+1: Essein >0, und es gelte
3 ‘ (4n3 — n) (Induktionsvoraussetzung).
Zu zeigen ist 3 | (4(77, + 1)3 —(n+ 1)) (Induktionsbehauptung).

Es ist

4n+1P2 —(n+1)=4n®*+3n* +3n+1) — (n+ 1)
=4n® —n+12n% +12n + 3
= (4n® —n) +3-(4n® +4n+1)

Nun gilt 3 | 3+ (4n? 4+ 4n + 1) und nach Induktionsvoraussetzung 3 | (4n3 —n), also nach 5.8f)
dann auch 3 | [(4n3 —n) + 3 - (4n® + 4n + 1)], und damit 3 | (4(n +1)3 — (n + 1)), was zu
zeigen war.

Induktionsanfang: n =0: Dannist 5° +7=14+7=8und 4|8. Vv

Induktionsschlu3: n — n+1: Essein >0, und es gelte
4 ‘ (5” + 7) (Induktionsvoraussetzung).
7 zeigen ist 4 ’ (5n+1 + 7) (Induktionsbehauptung).
Es ist

5+ 7=5.5"47
=4-5"+5"47. (Trick!)
Nun gilt 4 | 4 - 5" und nach Induktionsvoraussetzung 4 | (5™ 4 7), also nach 5.8f) dann auch
4)[4-5" 45" +7), und damit 4 | (5" +7), was zu zeigen war.

Sei a € Ny fest gewihlt. Wir zeigen: Fiir alle n € Ny gilt 6 | (a®***! — @) durch vollstindige
Induktion (nach n).



2-0+1 1

Induktionsanfang: n = 0: Dann ist a —a=a —a=a—a=0und 6|0. V

Induktionsschluf3: n — n+1: Essein > 0, und es gelte
6 ‘ (a2”+1 — Cl) (Induktionsvoraussetzung).
7Zu zeigen ist 6 | (az(”+1)+l — a) (Induktionsbehauptung).

Es ist
2D+ _ 28
S B S N
=a’ (a* —a+a)—a
=a? (™ —a)+a—a
=a? (a®™" —a)+ (a® - a).

Nun ist nach Induktionsvoraussetzung 6 | (a*"*! —a)), und nach 5.10 der Vorlesung gilt auch
6 | (a® —a), also ist nach 5.8f) auch 6 | [a?- (a®"*! —a) + (a® — a)], also gilt 6 | (a>TD+1 —q),
was zu zeigen war.

4. Wir beweisen die Aussage, daf} es bei n mit Einbahnstralen verbundenen Dérfern immer mindestens
eines gibt, von der aus man alle anderen erreichen kann, per Induktion iiber n. Da der Fall n = 1
trivial ist (dann gibt es keine Straflen), betrachten wir als Induktionsanfang den Fall n = 2:
Die Dorfer Dy und D5 sind mit einer Strafle verbunden, die in einer Richtung befahrbar ist. Also
kann man von einem der beiden Dorfer in das andere gelangen, was die Behauptung im Fall n = 2
beweist.

Nun zum Induktionsschluf3 von n — n + 1: Sei n > 2 und gelte, daf§ bei n Dérfern immer
mindestens eines existiert, von dem aus man alle anderen erreichen kann (Induktionsvoraussetzung).
Dann ist zu zeigen, das dasselbe bei n + 1 Dorfern wahr bleibt.

Nehmen wir von unseren Dorfern Dy, ..., D11 die ersten n heraus, so wissen wir, daf3 es unter
diesen Dorfern Dy, ..., D, eines gibt, von dem aus man alle anderen erreichen kann. (Das ist ja die
Induktionsvoraussetzung.) Nennen wir es D;. Wir wissen also:

Von D; aus kann man alle Dorfer Dy, ..., D,, erreichen.

Nun gibt es nach Aufgabenstellung eine Strafle zwischen D; und D,,41. Es gibt hier zwei Moglich-
keiten zu betrachten:

e Die Strafle ist in der Richtung D; — D, 11 befahrbar. Dann kann man also von D; aus alle
Dorfer Dy, ..., Dy41 erreichen und wir sind fertig mit dem Induktionsschlusf.

e Die Strafle ist in der Richtung D,11 — D; befahrbar. Dann kann man also von D, nach
Dy fahren und von dort aus weiter in alle Dorfer Dy, ...D,,. Somit kann man von D, aus
alle Dorfer Dy, ..., Dy41 erreichen und wir sind fertig mit dem Induktionsschluf.



